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TD 7 - OSCILLATEUR HARMONIQUE QUANTIQUE UNIDIMENSIONNEL —
CORRIGE —

Une particule de masse m est soumise au potentiel harmonique XA/(aA:) = %mwQJEQ. On introduit
les opérateurs adimensionnés X = &/xg et P = p/pg, out pg = vV hmw et g = y/h/mw. On rappelle
que les opérateurs de création et d’annihilation sont définis par

1
V2

a =

~ o~ 1 r~ -
X+wya$:—{xfm}
{ V2

1 Quelques manipulations autour de I’énergie

1. Rappeler les expressions de a|n) et dT|n) en fonctions d’états propres du hamiltonien, ainsi que
I'interprétation de ces expressions.

Solution:

aln) = v/njn —1) et a'|n) = Vn+ 1|jn + 1)

L’opérateur d’annihilation permet d’annihiler un quantum d’énergie de 1’oscillateur, I'opé-
rateur de création créé un quantum d’énergie dans 'oscillateur. Ces opérateurs permettent
donc de monter et descendre dans 1’échelle des niveaux d’énergie de 1’oscillateur.

2. Exprimer les opérateurs énergie cinétique T et énergie potentielle V en fonction des opérateurs
X et P puis en fonction des opérateurs a et al.

Solution: R R
. X2 R P2

V=w— T=hw—
27 27

puis on développe en prenant garde au fait que les opérateurs a! et @ ne commutent pas :

et

3. Montrer que la valeur moyenne de I’énergie cinétique est égale a la valeur moyenne de I’énergie
potentielle lorsque le systéme est dans un état propre du hamiltonien.
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Solution:

et
(T, = (n|T|n) = —%(nm? + (ah)? —aal — ataln)

La contribution aux valeurs moyennes des termes carrés est nulle car a2|n) oc |[n —2) et
(a")2n) oc |n + 2) et que les vecteurs {|n),|n —2),|n + 2)} sont orthogonaux deux-a-deux.
Finalement,

(V)n = %(n\acﬁ + dTa|n),
et

(T, = %waa* + a'aln),
D’ou

On retrouve le théoréme du Viriel. Dans le cas de 'oscillateur harmonique unidimensionnel,
I’énergie est en moyenne équitablement répartie entre énergie cinétique et énergie potentielle.

. En déduire sans calcul ces deux valeurs moyennes.

Solution:

donc

5. Retrouver le résultat de la question [4| par un calcul explicite de I’action des opérateurs a et af
sur n.

Solution: On a
aafn) = @ |alln)| = v+ Taln +1) = v+ 1vn + 1jn)

et

afan) = a' [a In) = vnalln — 1) = Vay/aln)

donc d’apreés les équations (3) et (4)

<T)n:(f/)n:%(n+1+n):% <n+1>.

6. (Bonus) Montrer que pour un systéme décrit par un hamiltonien H » dépendant d’un certain
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paramétre A réel, alors, si |[¥)) est un état propre normalisé de .F/I\A d’énergie E), la relation

OE)

_ |8HA
2N

2V

est vérifiée. Elle est connue sous le nom de théoréme d’Hellmann-Feynman. Elle permet de dé-
terminer la dérivée des énergies propres en fonction d’un parameétre dont dépend le hamiltonien.

Solution: |¥),) est un état propre de I;T)\ associé a la valeur propre E), d’ou
Hy|W) = E\|W,), et (Uy|H\|W,) = Ey.

On différentie cette expression par rapport a lambda :

ALY 0
= 200w + () 2B |‘9HA|%> @)
=EA( ol + (2 |6"I“>) <waHA|%> 3)

= 5wy + <\PA|@HA|%> MGHMW (4)

oA

7. (Bonus) Appliquer le théoréme d’Hellmann-Feynman a l'oscillateur harmonique quantique, pour
le parameétre w. Montrer qu’on retrouve l'expression de (V'),, déterminée précédemment. Appli-
quer ce méme théoréme pour le paramétre m. Conclure.

Solution: Dans le cas de 'OH quantique, les états propres du hamiltonien sont les états
nombres |n). On calcule donc la variation des énergies propres en fonction des deux para-
métre grace au résultat de la question précédente. On a

ok, n oH,
ow Ow
or on a par ailleurs %E” =h(n+1/2), dou (V), = E,/2.

) = (nlmwiln) = 2 (V),

or on sait par ailleurs que %E" = 0, et donc on retrouve le théoréme du Viriel (T'),, = (V).

En effet, ’énergie potentielle est proportionnelle & la masse alors que I’énergie cinétique est

inversement proportionnelle & celle-ci.

8. Déterminer les énergies potentielles et cinétiques moyennes lorsque le systéme est dans un état
quasi-classique. Commenter les résultats obtenus.
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Solution: (V). = (a|V]a) = b (ala? + (a')? + aa’ + afala). On utilise le fait que les
états quasi-classiques sont propres de a : a|a) = aja) et la relation associée dans l’espace
dual (a|a’ = a*(a|. On utilise également la relation de commutation [a,a'] = 1 pour faire
commuter I’avant dernier terme. On obtient

(V)a = % (a2 + (@) +2]al® + 1) = % (e + a*)? + 1).

Or nous avons vu dans le cours que le coefficient complexe « représente la trajectoire de
l'oscillateur harmonique classique dans I'espace des phase : o = (X + iP)/v/2. De cette
relation nous déduisons X = (a + a*)/v/2, ce qui permet de récrire

(Ve = % <X2+;>.

Ainsi I'énergie potentielle moyenne d’'un OH dans un état quasi-classique est supérieure a
I'énergie potentielle de loscillateur harmonique classique de hw/4.

On peut également calculer la valeur moyenne de I’énergie cinétique <f>a = %‘“ (P2 +1/ 2).

On trouve également qu’elle est supérieure a 1’énergie cinétique de 'oscillateur harmonique
classique de hiw/4. Par rapport au cas classique I’énergie totale de I'oscillateur harmonique
est augmentée de ’énergie de point zéro hw /2

Remarque : si 'on prend X (t) = Acos (wt + ¢), on a P(t) = —Awsin (wt + ¢), en prenant
les valeurs moyennes temporelles de (T'), et (V)q, on retrouve le théoréme du Viriel.

2 Relation d’incertitude d’Heisenberg

9. En considérant le systéme dans un état nombre, et en utilisant les résultats de la partie précé-
dente, déterminer le produit AXAP.

Solution: On a <)A(2)n = %(V}n =n+ . De méme on a <ﬁ2>n = n+ 1. Par ailleurs nous
avons vu dans le cours sur les ¢tats quasi-classiques que la valeur moyenne de la position et
de I'impulsion sur un état nombre est nulle. D’ot AXAP =n+1/2

10. L’inégalité d’'Heisenberg est elle vérifiée pour tout n? Commenter le cas n = 0. Comparer au
cas des états quasi-classiques.

Solution: On a bien AXAP > 1/2 pour tout n. L’égalité est obtenue pour n = 0. Pour les
états quasi-classiques on a trouvé dans le cours AXAP =1 /2 indépendamment de «, c’est &
dire que ’égalité est vérifiée pour tout états quasi-classique, qui sont des états d’incertitude
minimale. Il est cohérent de trouver le cas d’égalité pour I’état nombre n = 0 puisqu’il s’agit
d’un état qui est a la fois un état nombre et un état quasi-classique.
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3 Etats quasi-classiques

Dans cette partie nous allons démontrer certaines propriétés des états quasi-classiques étudiés en

cours. Dans un premier temps on souhaite trouver la relation de passage entre la base des états de

Fock et la base des états quasi-classiques.

11. Exprimer les coefficients ¢,, de la décomposition d’un état quasi-classique sur la base des états
nombres, en fonction de c.

Solution: La décomposition s’écrit |a) = Y 07 cp|n). On utilise ensuite la relation de
deéfinition des états quasi-classiques : ala) = aja). On substitue la décomposition dans le
membre de gauche :

alay = cpiln)
n=0
= Z cpv/nln — 1)
n=1

oo
:ch+1\/n+ 1|n)
n=0

On obtient donc ’égalité

o0 o0
Z Cn1Vn+1n) = Z cpaln).
n=0 n=0

Comme les états nombres forment une base, on en déduit que Vn,v/n + lepr1 = ac,. On
L. . . o« . , _an
peut récrire cette relation de récurrence ¢, = ﬁcn,l, qul se résout en ¢, = ﬁCO-

12. Déterminer ¢y en utilisant la condition de normalisation des états quasi-classiques. En déduire
la relation de changement de base souhaitée.

Solution: On a (aja) =1, donc > 2 |e,|> = 1. Or ¢, = a—;co, d’ou

o=

-1
> 2n
2 || e
‘CO‘ - | =€ 9
n!
n
en reconnaissant le développement en série entiére de I'exponentielle. ¢y est donc connu a

une phase prés, que ’on peut choisir nulle puisque les états sont définis & une phase globale
arbitraire prés. La relation de passage s’écrit donc
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On suppose que 'on dispose d’un compteur de photons, c¢’est-ad-dire d’un appareil de mesure qui
projette dans la base des états nombre.

13. Exprimer la valeur moyenne de 'opérateur nombre pour un systéme dans un état quasi-classique.

14.

15.

On la notera (n). Conclure sur la signification du coefficient .

Solution: R
(N) = (alatda) = a*a = |al?

|a|? est donc le nombre moyen de photons dans 1'état quasi-classique a.

Quelle est la variance An? du nombre de photons dans un état quasi-classique ?

Solution:
<N2) = (a\&T&&lem = ]a]Q(a]ddT\a) = \a\2<aldT&+I]a> = |04]2 (!a\Z + 1)

Finalement,

An? = (N?) = (N)? = |a?
On voit que la distribution du nombre de photons posséde la moyenne et la variance d’une
loi de Poisson.

Si loscillateur harmonique est dans un état quasi-classique (par exemple 'état du champ élec-
tromagnétique & la sortie d’un laser), quelle est la probabilité P(n) de mesurer n photons avec
ce détecteur?

Solution: .
(n)

n!

P(n) = [{aln)]? = ¢

On a donc bien une distribution de Poisson.
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